


terminanten belicht. Deze eigenschappen nemen
we alleen op in het tweede spoor van deze loep dat
iets diepgaander is dan het eerste, zie paragraaf
3.

Het Wiskundeplan, eveneens goedgekeurd door de
onderwijsinspectie voor de richtingen met zes uur
wiskunde in de derde graad, gaat ook iets dieper
in op de eigenschappen en op de meetkundige toe-
passingen. Het Wiskundeplan neemt bovendien de
regel van Cramer op. Hoe we deze uitgebreidere
leerlijn strak uit kunnen werken, verneem je in
paragraaf 3.

Paragraaf 4 is een uitstapje voor leerlingen en
leerkrachten die de determinant tastbaar willen
maken via oppervlakten van parallellogrammen.
Uit deze meetkundige interpretatie volgen enkele
mooie eigenschappen. Als je de determinant meet-
kundig interpreteert, is het niet meer mogelijk
deze eigenschappen niet te begrijpen of ze te ver-
geten.

Deze loep is geen pleidooi voor of tegen deter-
minanten. Wel willen we inspelen op de nieuwe
leerplansituatie waarin de determinanten tot de

Determinanten

vaste leerstof behoren in de richtingen met com-
ponent wiskunde. In de jaren ’90 maakten we een
omgekeerde leerplanwijziging mee. Determinan-
ten verdwenen uit het leerplan voor richtingen met
zes uur wiskunde. Sommige leerkrachten vroegen
zich toen bijvoorbeeld af hoe je de vergelijking
van een vlak in de ruimte kunt opstellen zonder
determinanten. We legden toen uit dat dit perfect
gaat met de methode van Gauss-Jordan. Nu zijn
we een generatie verder en leggen we uit hoe je de
vergelijking van een vlak ook met determinanten
kunt aanbrengen.

Het voordeel van het oplossen van stelsels met
determinanten in plaats van met de methode van
Gauss-Jordan zit niet in een reductie van het aantal
uit te voeren bewerkingen. Nee, het mooie eraan is
dat je een formule kunt geven die de oplossing van
een stelsel geeft in functie van de coéfficiénten van
de vergelijkingen, op dezelfde manier als je een
formule kunt geven voor bijvoorbeeld de oplossin-
gen van een tweedegraadsvergelijking. Adepten
van deze structuur zullen de komende jaren weer
volop aan hun trekken komen.

Uitwiskeling 40/4 - Herfst 2024



4 ONDER DE LOEP

2 Het eerste Spoor naar de Spoor.
determinanten We starten hier met een werktekst waarvoor geen
basiskennis vereist is tenzij die van stelsels met
Het eerste spoor naar de determinanten is een twee vergelijkingen en twee onbekenden. Die heb-
spoor dat snel is maar iets minder diepgang heeft. ben de leerlingen in de tweede graad gekregen bij
Als je leerlingengroep een stevigere uitdaging aan- de berekening van de snijpunten van twee rechten.
kan, hoef je de determinanten niet op deze manier De overgang naar vergelijkingen met algemene co-
te introduceren. Je kiest dan beter voor het tweede éfficiénten is hier nieuw.

LESACTIVITEIT *@*

Homogene 2 x 2-stelsels

Het stelsel
{2x +3y=0

4x+7y =0

is een homogeen stelsel met twee vergelijkingen en twee onbekenden. We noemen dit stelsel van
eerste graadsvergelijkingen homogeen omdat de constante termen gelijk zijn aan 0. Er komen enkel
veelvouden van x! en y! voor. De exponenten van x en y zijn homogeen.

De coéfficiénten bij de onbekenden x en y kunnen we samenvatten in een getallentabel of een
matrix. Deze matrix noemen we de coéfficiéntenmatrix van het homogene stelsel:

22

n Is dit stelsel strijdig? Formuleer je antwoord zonder schriftelijke berekeningen te maken.

' Neen, het stelsel is niet strijdig. Je kunt meteen een oplossing aflezen nl. (0,0). Dit is niet
verwonderlijk: alle homogene stelsels hebben dezelfde vanzelfsprekende nuloplossing. We noemen
ze de triviale oplossing.

n Zijn er nog andere oplossingen?

« Neen, de triviale oplossing is de enige. Dit kun je op verschillende manieren narekenen, bijvoorbeeld
met de combinatiemethode. Als je van de tweede vergelijking twee keer de eerste aftrekt, stel je
vast dat y gelijk aan O is. Hieruit volgt dan meteen dat ook x gelijk is aan 0. Maar je kunt de
leerlingen ook vragen om een redenering met de substitutiemethode te maken.

Een stelsel met precies één oplossing, noemen we een bepaald stelsel. Maar niet alle homogene

2 x 2-stelsels zijn bepaald. Neem bijvoorbeeld het homogene stelsel met coéfficiéntenmatrix (15 2).

Toon aan dat het homogene stelsel met deze coéfficiéntenmatrix oneindig veel oplossingen
heeft.

' De handigste methode is hier om de eerste vergelijking te delen door 7 en de tweede door 5. We
krijgen dan twee identieke vergelijkingen: 2x+3y=0. Een van deze twee vergelijkingen mogen we
weglaten omdat ze geen extra informatie geeft. De meest voor de hand liggende oplossing voor de
overblijvende vergelijking is (3, — 2). Maar ook (33, —22) is een correcte oplossing. Concreet: alle
veelvouden van (3, — 2) zijn oplossingen. Het stelsel met coéfficiéntenmatrix (14 31) is dus niet

bepaald.

Een stelsel met een oneindig aantal oplossingen noemen we een onbepaald stelsel. Homogene
2 x 2-stelsels kunnen zowel bepaald als onbepaald zijn. Van beide gevallen gaven we een voorbeeld.
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We onderzoeken in deze werktekst verder hoe we vanuit de coéfficiéntenmatrix van een homogeen
2 x 2-stelsel kunnen zien of het stelsel bepaald of onbepaald is.

n Wanneer is het homogene 2 x 2-stelsel met coéfficiéntenmatrix (‘C‘ 3) bepaald?

/' We schetsen hier een antwoord via de substitutiemethode.
Als a # 0 dan leiden we uit de vergelijking ax + by = 0 een uitdrukking voor x af. We vervangen
de onbekende x in de vergelijking cx +dy = 0 door —%y. Na de vermenigvuldiging van beide
leden met de noemer a vinden we de vergelijking (ad — bc)y = 0. Deze vergelijking geeft uitsluitsel
over het aantal oplossingen. Als ad — bc # 0 dan heeft deze vergelijking slechts één oplossing.
Als ad — bc = 0 dan heeft deze vergelijking oneindig veel oplossingen. Alle reéle getallen kunnen
immers ingevuld worden in de vergelijking Oy = 0.
Merk op dat deze redenering alleen opgaat als a # 0. Als a = 0 en ¢ # 0 dan kunnen we dezelfde
voorwaarde vinden door de waarde van x te berekenen uit de tweede vergelijking (x = —dTy) en
die in de eerste vergelijking in te vullen.
Als a = ¢ =0, dan zijn er geen termen in x omdat hun coéfficiénten 0 zijn. ad — bc is in dat geval
0 en x is onbepaald, er zijn dus oneindig veel oplossingen.

Elke 2 x 2-matrix kan beschouwd worden als de coéfficiéntenmatrix van een homogeen 2 x 2-stelsel.
Voor de matrix (¢ %) is het getal ad — bc cruciaal om te weten of het om een bepaald of om een
onbepaald stelsel gaat. De determinant van de coéfficiéntenmatrix is een getal dat door zijn al of
niet nul-zijn bepaalt in welke situatie we ons bevinden. Als de determinant nul is, dan is het stelsel
onbepaald. Als de determinant van nul verschilt, dan is het stelsel bepaald. Determineren betekent
trouwens bepalen. Een determinant is een getal dat iets bepaalt.

We noteren de determinant van een matrix door de letters det voor de matrix te zetten of door de
vervanging van de ronde haken van de matrix door verticale lijnen. Deze twee notaties worden in
de literatuur door elkaar gebruikt.

Definitie ¢ Determinant van een 2 x 2-matrix
d a b

et =
c d

Voor welke waarden van m is het volgende stelsel onbepaald? Beantwoord deze vraag via een
determinantberekening.

a b
c d

‘=ad—bc

mx —4y =0
3x+(m—7)y =0

v De voorwaarde voor de onbepaaldheid is }g} ,,;47| = 0. Via de determinantformule leidt dit tot
m(m—7) — (—4)3 = 0 of tot m®> —7m + 12 = 0. Door deze vierkantsvergelijking op te lossen,
bijvoorbeeld met de som- en productformule, kunnen we besluiten dat het stelsel onbepaald is voor
m = 3 en voor m = 4. In alle andere gevallen heeft het stelsel slechts één oplossing, nl. (0,0).

2.1 De determinant van een
3 x 3-matrix

Bij homogene 3 x 3-stelsels is het niet zo eenvou-
dig om deze berekeningen manueel over te doen.
We moeten hier immers rekening houden met 9
coéfficiénten. De berekeningen worden overduide-
lijk een hard labeur. We kunnen ons echter laten

bijstaan door GeoGebra. In het CAS-scherm wordt
rekenen met letters een makkie. Toegegeven, wat
betreft noemers die mogelijk gelijk kunnen zijn
aan nul, gaat GeoGebra er met vuile voeten door.
Maar in deze fase van het onderzoek schuiven we
dit probleem even aan de kant.

Door drie substituties uit te voeren, leiden we uit
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LESACTIVITEIT *@*

De vergelijking van een rechte via determinanten

Hieronder zie je een rechte die door twee gegeven punten gaat. Vorig jaar heb je twee
verschillende vergelijkingen voor zulke rechten opgesteld. Eentje was van de vorm px+qy+r =
0, de tweede was van de vorm y = ax+b. Stel deze twee vergelijkingen op van de onderstaande

rechte.
/' Met de kennis van de cartesiaanse vergelijking van de rechte door twee gegeven punten vinden we
de vergelijking y = —%x + £. Door een factor en daarna een term over te brengen zetten we deze

vergelijking om in x +2y —7 =0.

(1,3)

(3,2)

n Zijn er bij de eerste vorm nog andere waarden van p,q en r mogelijk? En zijn er bij de tweede
vorm nog andere waarden voor a en b mogelijk?

' Er zijn geen andere waarden mogelijk voor a en b want a is de richtingscoéfficiént van de rechte
en b bepaalt het snijpunt met de y-as. Maar er zijn wel andere waarden voor p, q en r mogelijk,
bijvoorbeeld 11, 22 en —77. Voor het drietal (p, q,r) leveren alle waarden (a,2a,—7a) met a # 0
een vergelijking op van de rechte op de figuur.

Door dit onbegrensde aantal mogelijkheden voor het drietal (p, g, r) kunnen we de link leggen met
de onbepaalde homogene vierkante stelsels. We zoeken in deze werktekst een vergelijking van
de rechte door twee verschillende gegeven punten: (x;,y;) en (x,,y,). Hierbij kiezen we voor de
vergelijking px +qy +r = 0. Om deze rechte eenduidig te kunnen omschrijven is het nodig waarden
voor p, q en r te bepalen.

Uitwiskeling 40/4 - Herfst 2024



Determinanten

(Xlayl)

(X2’y2)

Druk uit dat een willekeurig punt (x,y) op de rechte ligt. Druk daarna uit dat de gegeven
punten (x;,y;) en (x5,y,) op de rechte liggen.

«/ Een punt ligt op een gegeven rechte als de cobérdinaten van dit punt ingevuld kunnen worden in de
vergelijking van de rechte (zo dat de gelijkheid klopt). We mathematiseren deze drie voorwaarden
als volgt:

px+qy+r=0
px;+qy;+r=0.
DXy +qy,+1r =0

De moeilijkste stap in de redenering is een blikwissel. Je bent gewoon om de letters x en y als
onbekenden te zien. Maar nu zijn we op zoek naar de waarden van p, g en r.

n Bekijk dit stelsel met een blikwissel en bepaal de coéfficiéntenmatrix van dit nieuwe stelsel.

« De blikwissel kun je maken door de onbekenden in kleur te zetten en de coéfficiénten voor de

onbekenden te zetten.
x-p+y-q+1-r=0

x1'pty;-q+1-r=0
Xo'D+Yys:q+1-r=0

De coéfficientenmatrix wordt nu:

x y 1
X1y 1
Xg Yo 1

“ Wat weet je van de determinant van deze coéfficiéntenmatrix? Beargumenteer je antwoord.

« De determinant van de coéfficiéntenmatrix is gelijk aan nul want het bijbehorend homogene stelsel
is onbepaald. De onbepaaldheid werd aangetoond in vraag 2.

Zo vinden we een nieuwe uitdrukking van de vergelijking van een rechte door twee gegeven punten.
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Definitie ¢ Determinantvergelijking van een rechte

Een vergelijking van de rechte door twee verschillende punten (x;,y;) en (x,,y,) kan op de
volgende manier met een determinant berekend worden:

x y 1
x; y1 1=0
X, yp 1

n Mag je de bovenste rij in deze determinantberekening ook onderaan zetten?
« Ja hoor. Je mag de vergelijkingen in het stelsel van vraag 4 immers ook van plaats verwisselen.

Bereken een vergelijking van de rechte door de punten (—7,4) en (—3,1) via een determinant-
berekening. Schakel hiervoor GeoGebra of WolframAlpha in.

' Het antwoord 3x +4y +5 = 0 krijg je door de volgende gegevens in het CAS-venster van GeoGebra
in te voeren.

CAS - GeoGebra

=)= v &)y x=x=f [ &

In WolframAlpha lukt het even goed.

2.3 Nog enkele andere punten (niet op één rechte gelegen) berekend wor-
determinantvergelijkingen den met een 4 x 4-determinant.

Een vlak door drie gegeven punten Hoewel er op dit spoor geen echte definitie gege-

ven is van de determinant van een 4 x 4-matrix,

Op precies dezelfde manier kan later de determi- kan het concept wel als een blackbox gebruikt wor-

nantvergelijking van een vlak door drie gegeven den. De leerlingen kunnen zich inbeelden dat er
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